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Basis und Dimension eines Vektorraumes

Definition:

Jede Menge linear unabhingiger Vektoren, aus denen sich jeder Vektor des Raumes R*?
bzw. der Ebene R* erzeugen l3sst, bildet eine Basis des R> bzw. des R’.

Folgerung:

Drei bzw. zwei linear unabhingige Vektoren bilden eine Basis des R* bzw. des R”.
Jeder weitere Vektor lasst sich dann als Linearkombination der Basisvektoren darstellen.

Die Anzahl der Vektoren einer Basis heif3t Dimension.

Folgerung:

Die Ebene R? ist zweidimensional, der Anschauungsraum R? ist dreidimensional.

Aufgaben:
. 1 R 2 R 1
1 Prifen Sie, ob die Vektoren a=| 1 |,b=| 1 |undc=| -1 | eine Basisdes R?
3 1 1
bilden.

2 Bestimmen Sie den Wert von ke R so, dass die Vektoren

1 2 k
a=| 0 |,b=| 0 |undc=| 1 | eine Basisdes R? bilden.
1 1 0

3 Bestimmen Sie den Wert von keR so, dass die Vektoren
2 1 4

a=| 1 |,b=| 3 |undc=| 1 |eine Basisdes R® bilden.
0 0 k
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4 In einem kartesischen Koordinatensystem des R> mit dem Ursprung 0 sind die Punkte
A(1/0/-2), B(-1/2/2) und Ck(k/-k/-2-k) mit ke R gegeben. (Abltur 2010 BII)
Untersuchen Sie, fiir welche Werte von k die drei Vektoren OA OB und OC eine Basis

des R’ bilden.

5.0 Im R® sind die folgenden Vektoren gegeben:

~ 1 ] [ 4| p+4 | -5
a=| 2 |,b=| O €= 2p mitpeR undd=| 2 . (Abitur 2017 BI)
-3 2 3—4p -3

5.1 Bestimmen Sie den Wert des Parameters p, fir den die Vektoren a,b und c, eine

Basis des R’bilden.

5.2 Driicken Sie den Vektor & durch eine Linearkombination der Vektoren ;,B undc_,

(d.h. fur p =-2) aus.
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Lésungen:
1
1 2 1 0
kl 1 +l2- 1 +7L3 -1 |=| O
3 1 1 0

() A +2%,+A,=0
() A, +A,—A,=0
() 3%, +A, +A, =0

{12 110 M1 2 110 {1 2 110
m|{11-1/0|—-> MW|o-1-=200|—-> wW|o-1-2|0
(1) 31 1|0 (1) 0O 5 -21|0 (1) 0O 0 8|0

=> das LGS ist eindeutig I6sbar mit A =A =1, =0
= die Vektoren sind linear unabhangig

= die Vektoren bilden eine Basis des R?

2
1 2 k 0
Al O [+A, O +k3 1 |=| O
1 1 0 0
M [ 12 k]|o M1 2 110 {1 2 110
Mml|oo1{0|—- M|o o 10| —- Mm|]o-1-k|o
(1) 11 0|0 am{ 0 -1 k| O gm{ 0 0 1|0

=> das LGS ist eindeutig I6sbar mit A, =1, =, =0flrallekeR

= die Vektoren bilden fiir alle ke R eine Basis des R?
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= fiir k #0 ist das LGS eindeutig I6sbar mit A =A =L, =0 firallekeR

= fiir k 20 bilden die Vektoren eine Basis des R*?
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i1 -1 k |0 f1-1 k |0
(1) o 2 -k |O0O|—> (MM|oO0o 2 -k |O
am | 2 2 —2-k |0 gm|{ 0 0 —-2+k | O

= fiir k #2 ist das LGS eindeutig I6sbar mit A, =A =LA, =0 firallekeR

= fiir k # 2 bilden die Vektoren eine Basis des R?
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n 1 4 p+4 |0 ()] 1 4 p+4 | 0
(1) 2 0 -2p |0 | > -8 -8 |0|—>| 0 -8 -8 |0
i { -3 2 3-4p| 0 (mm{ 0 14 15-p | O 0

o

= fiirp # 1ist das LGS eindeutig I6sbar mit A, =1, =A =0
= die Vektoren sind linear unabhangig

= die Vektoren bilden eine Basis des R*?
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5.2
1 4 2 -5
xl 2 +k2- 0 +k3 -4 (=] 2
-3 2 11 -3
(1) 1 4 2| -5 (1) 1 4 2| -5 1 4 2 -5
(11) 2 0 -4 2 - ]| o -8 -8 12 > | 0 -8 -8 | 12
my | -3 2 11| -3 y | 0 14 17 | —18 0 0 -24| -24

()= -24%, =24 =L, =1
(I)=-8\ —81=12 =L =-2,5
()=A, —42,5+21=-5 =) =3

=d=3-a-2,5-b+c



